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1. Introduccion y objetivos

Las aplicaciones y funciones son una herramienta basica que
debe conocer y manejar con soltura.

En este bloque recordaremos la definicion de aplicacion y al-
gunas de las propiedades mas importantes. También estudiare-
mos en este bloque las funciones que, como veremos, no son mas
que un tipo particular de aplicacion.

En el caso de las funciones prestaremos especial atencion a
las representaciones graficas. Todo estudiante de carreras técni-
cas o cientificas debe conocer la representacién grafica de las
funciones mas importantes y al finalizar este bloque lo lograra.

1.1. Objetivos

s Comprender la definicién de aplicacion.

Estudiar algunas propiedades basicas de las aplicaciones.

Comprender la definicién de funcion.

A partir de la grafica deducir el comportamiento de una
funcién.

Identificar la grafica de las funciones méas importantes.



Daniel Franco Leis Curso 0 Matematicas m

2. Prueba de auto-diagndstico

Haga el test siguiente para evaluar el nivel de conocimientos
que tiene en este tema.

Una aplicacién  siempre  asigna || Verdadero || | Falso]

imégenes distintas a elementos
distintos.

Una aplicacién inyectiva siempre es || Verdadero| | | Falso|
sobreyectiva.

Dadas dos aplicaciones siempre se || Verdadero| || Falso]
pueden componer.

2

La funcién dada por f(z) = 22 es in- || Verdadero| | | Falso|

yectiva.

El dominio y el rango de la funcién || Verdadero || | Falso]
valor absoluto coinciden.

A partir de la gréfica de una funcién || Verdadero| | | Falso|
se puede deducir su dominio y rango

La gréfica de una funcién puede con- | | Verdadero| || Falso]
tener una circunferencia completa

La funcién dada por f(z) = Inx tiene || Verdadero| | | Falso|

dominio (0, c0)

La funcion 2% es sobreyectiva ' Verdadero| | | Falso|

Si ha tenido muchas dificultades y el nimero de respuestas
correctas no le parece aceptable, debe hacer de forma ordenada
todas las fichas que encontrara a continuacion.

Si solamente ha tenido dificultades en algunos casos, localice
las fichas correspondientes y repaselas. Si ha respondido todo
correctamente puede pasar a otro bloque.

4
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3. Contenidos

3.1. Ficha 1: Aplicaciones

Una aplicacién p entre dos conjuntos no vacios A y B se
denota por
p: A— B
y significa que p asigna a todo elemento de A (conjunto de
partida o inicial) uno de B (conjunto de llegada o final) y
solo uno.

Para informar de que la aplicacion p asigna 8 € B al elemento
a € A escribiremos:
B p:A = B
p(a) - B 0 a ~ /8,
y diremos que [ es la imagen de a por p.

La informacién del primer parrafo de esta pagina es impor-
tante. Si algtin elemento de A no tiene imagen (no esté definida)
o algtin elemento de A tiene mas de una imagen (no esté bien
definida) no tenemos una aplicacién.

Ejemplo 1. Consideremos las asignaciones descritas por:

<7 b%;
L

En el primer caso no tenemos una aplicacién porque no esta de-
finida la imagen del elemento ¢, en el segundo caso no tenemos
aplicacién porque no esta bien definida la imagen de b.
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Una aplicacién es inyectiva si no existen dos elementos dis-
tintos del conjunto de partida con la misma imagen. Una apli-
cacion es sobreyectiva si todos los elementos del conjunto de
llegada son imagenes de alguno del de partida. Una aplicacién
inyectiva y sobreyectiva se dice biyectiva.

Ejemplo 2. Dadas las aplicaciones siguientes:

) G0

La primera aplicacién no es ni inyectiva (a y ¢ tienen la misma
imagen) ni sobreyectiva (7 no es imagen de ningin elemento).
La segunda es sobreyectiva (todos los elementos del conjunto
final reciben una flecha) pero no inyectiva (hay dos flechas que
apuntan al mismo elemento).

Ejemplo 3. Dadas las aplicaciones siguientes

SROMCES

La primera aplicacion es inyectiva (las imagenes de elementos
distintos son distintas) pero no sobreyectiva. La segunda es
biyectiva por ser inyectiva y sobreyectiva.
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Sean p: A — By M C A, el conjunto imagen de M por
p se denota por p(M) y se trata del conjunto formado por los
elementos de B que son imagenes de algin elemento de M por
p, esto es,

p(M)=1{b€ B:b=p(a) para algin a € M }.

De forma similar el conjunto imagen reciproca de un sub-
conjunto N de B es

p HN)={ac A:pla) € N}.

Ejemplo 4. Dada p: N — N que a cada natural le asigna
su doble y dados P = {2,4,6,8,...} e [ = {1,3,5,7,...}
calculemos p(P), p(I), p~'(P) y p~'(I).

Como el doble de un ntimero par es un miiltiplo de 4 y el doble
de un numero impar es un miltiplo de 4 menos 2, se tiene

p(P) = {4,8,12,16,...}, p(I) ={2,6,10,14,...}.

Por otro lado, para calcular p~!(P) debemos encontrar los ele-
mentos de N cuya imagen por p es un nimero par, es decir,
cuya imagen pertenece a P. Como la imagen por p de cualquier
numero natural es un nimero par tenemos que

p }(P)=N.

Finalmente
p i) =10

porque un numero impar no es el doble de ningtin nimero.
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Si tenemos dos aplicaciones p: A — By q: B — (' es posible
definir una aplicacién entre A y C' de la forma siguiente:

gop: A — C
a ~ q(p(a)).

La aplicacion g o p se llama composiciéon de p con ¢ o sim-
plemente p compuesta con gq.

Una aplicacién p: A — B se puede componer solamente con
aplicaciones que partan de conjuntos que contengan al conjunto
imagen p(A).

Ejemplo 5. La composicién de p: N — Z, dada por p(n) =
1 —n, con q: Z — Q, dada por ¢(z) = es una aplicacion
entre los conjuntos N y Q dada por

_Z
Z2+17

1—n B l1—n
1-n)2+1 n2—2n+2

qop(n) =q(p(n)) =q(1—n) = (
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Se llama aplicacion identidad a la que lleva a un elemento
en si mismo, se suele denotar por id o por I. Por tanto,

wd: A— A
viene dada por id(a) = a para todo a € A.

Mediante p: A — B asignamos a cada elemento de A uno
de B. ;Sera posible encontrar una aplicacion que deshaga esa
asignacion?, esto es, que compuesta con p resulte la identidad.
La respuesta es afirmativa solamente si p es inyectiva, sien-
do ademas tinica. Se llama aplicacion inversa, se denota por
p~l:ip(A) C B — Ay verifica

pltop=pop Tt =id

Ejemplo 6. Calculemos la aplicacion inversa de p: N — N
dada por p(n) = 3n.

Claramente p es inyectiva porque
n#m = pn)=3n%#3m=p(m)

y tenemos garantizada la existencia de aplicaciéon inversa.

Se debe cumplir p~! o p(n) = n, esto es, p~1(3n) = n. Ahora
haciendo m = 3n tenemos que p~'(m) = %. Por tanto, la
aplicacién inversa vendrd dada por la expresién p~1(m) = &,
Veamos que p o p~! = id. Efectivamente, sustituyendo resulta

-1 n n
pop (n)=p(3)=33=n
Luego la aplicacién p~t: {3,6,9,...} — N dada por la expre-

sion p~'(m) = & es la inversa de p.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1. jEstd bien definida p: N — Q tal que p(n) = /n
para todo n € N7
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 2. Si las aplicaciones p: N — Q y ¢: Z — N vienen

dadas por p(n) = nTZ1 y ¢ = n? Vn € N, sefiale qué aplicaciones
se pueden definir de entre las siguientes: po g, gop, go (poq),
po(poq)

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 3. ;jEs posible calcular la aplicacién inversa de la apli-
cacién p: R — R que a cada x le asigna x%?
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 4. Calcule la aplicacion inversa de la aplicacion
p: (—00,0] = R

que a cada x le asigna .

Ver respuesta correcta.

10
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Soluciones ejercicios propuestos

» Solucién Ejercicio 1: No. Recuerde que por ejemplo v/2 no
es un numero racional. Por lo tanto, no lleva elementos de
N en elementos de Q.

= Solucién Ejercicio 2: Sabemos que:

Una aplicaciéon f: A — B se puede componer so-
lamente con aplicaciones que partan de conjuntos
que contengan al conjunto imagen de f.

Por tanto, solamente tiene sentido p o g.

= Solucién Ejercicio 3: No es posible calcular la aplicacion
inversa porque la aplicaciéon no es inyectiva. Por ejemplo,
—1 y 1 tienen la misma imagen.

= Solucién Ejercicio 4: En este caso la aplicacion si es inyec-
tiva porque el cuadrado de dos ntimeros negativos distintos
no puede coincidir.

La inversa debe cumplir
plop=id = p_l(xz) =1

y sabemos que x es un nimero negativo.

Haciendo y = 2 tenemos que x = —4/y. Por tanto, la
aplicacién

p 1 ]0,00) = (=00, 0]
dada por p~!(z) = —\/x para todo ntimero positivo es la
inversa de p.

11



Daniel Franco Leis Curso 0 Matematicas ﬂ

3.2. Ficha 2: Funciones

Las funciones es el nombre que se les da a las aplicaciones en
calculo. Por lo tanto, una funcién no es més que una aplicacion.
Aqui nos centraremos en las funciones reales de variable real.

Una funcién real de variable real es una aplicacion f de un
subconjunto’ no vacio Q de R en R

f:Q2QCR—R.

Ejemplo 7.
fR - R

T ~ 2

Esta funcién asigna la misma imagen a todos los elementos de
R. Se dice que es una funcion constante.

En muchas ocasiones, en lugar de la notaciéon empleada en
los ejemplos anteriores encontraremos la siguiente:

f: Q CR — R dada por f(x) = 2.

Ejemplo 8.
ffR —- R

$W$2

Esta funcion asigna a cada elemento de R el valor de su cuadra-

do. Asi, f(1) =1, f(-2) =4.

'Recuerde que un conjunto es subconjunto de si mismo, por tanto 2 puede ser en
ocasiones R.

12
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Ejemplo 9.
fR - R
z ~ |z|
Esta funciéon asigna a cada elemento su valor absoluto, es decir,
f(x) = |x| = x - signo(x).

Ejemplo 10.
f:]0,00) - R
T~ T

Esta funcion no esta definida para los nimeros negativos.
Daremos nombres a tres conjuntos importantes que se definen
a partir de una funciéon f: D C R — R:
» El conjunto D se llama dominioy se denota por dom(f).
» El conjunto f(D) se llama rango.

» El conjunto {(z, f(z)) : * € D} se llama grafica de la
funcién.?

Obsérvese que los conjunto dominio y rango son el conjunto
origen y el conjunto imagen ya vistos.

Ejemplo 11. La funcién f: [0,1] C R — R dada por f(x) =
2x tiene por dominio el intervalo [0, 1], por rango el intervalo
0,2] y por grafica {(z,2x) : z € [0, 1]}.

2Fijese que el dominio y el rango son subconjuntos de R mientras que la gréfica es un
subconjunto de R? = R x R.

13
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Es muy habitual que una funciéon venga dada por una ex-
presién f(z) sin hacer mencién a su dominio. En este caso, se
sobreentiende que el dominio de la funcién es el mayor subcon-
junto de R en el que la expresion f(x) tiene sentido.

/0

Ejemplo 12. La funcién definida por f(z) = tiene por

dominio R — {1} porque para 1 se anula el denominador de la

expresion y por tanto no tiene sentido f en 1.

Ejemplo 13. La funcién definida por f(z) = Inz tiene por
dominio (0, 00) porque para valores no positivos el logaritmo
neperiano no esta definido.

La grafica de una funcion f: D C R — R es extremadamente
util para entender su comportamiento. Su grafica {(x, f(x)) :
x € D} es un subconjunto de R? que puede ser dibujado con
ayuda de unos ejes coordenados. Conocida la grafica podremos
saber rapidamente si un elemento esta en el dominio, si un ele-
mento estd en el rango, si la funcién es inyectiva o si la funcién
es sobreyectiva.

14
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y \/
fla) F---

(2, f(x))

Para conocer la imagen de un punto x debemos trazar una
recta perpendicular al eje X pasando por x. Tal recta cortara a
la grafica de la funcién como mucho en un punto (si la cortase
en mas de un punto la funciéon no estaria bien definida: x ten-
dria mas de una imagen). Si no corta a la grafica significa que
ese elemento x no esta en el dominio. Si por el contrario la cor-
ta, trazando una recta paralela al eje X en el punto de corte
obtendremos el valor de la imagen, f(x), en el eje Y.

Para saber si un elemento y € R esta en el rango de la funcién
trazamos una recta paralela al eje X desde el punto y en el eje
Y. Si esa recta corta a la gréfica, el elemento y pertenece al
rango.

A la vista de la grafica de una funciéon podemos deducir si es
inyectiva o sobreyectiva:

= Si todas las rectas paralelas al eje X cortan a la grafica de
la funcién, ésta es sobreyectiva.

» Si ninguna recta paralela al eje X corta a la grafica en més
de una ocasion, ésta es inyectiva.

15
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Ejemplo 14. Consideremos las dos graficas siguientes:

Y Y

-
/ T T

La primera grafica corresponde a una funcién inyectiva y so-
breyectiva (cualquier recta horizontal corta a la grafica en una
ocasion y solamente en una). La segunda a una funcién que no
es ni inyectiva (hay rectas horizontales que cortan a la gréfica
en mas de una ocasién) ni sobreyectiva (hay rectas horizontales
que no cortan a la grafica en ninguna ocasion).

16
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 5. ;Coinciden el dominio de f(x) = |z| y su rango?
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 6. Dadas dos funciones con expresiones f(x) y g(x)
podemos definir una nueva funcién f - g que recibe el nombre de
funcién producto y que viene dada por la expresiéon f(x) - g(x).
. El dominio de la funcién producto f - g es la interseccion de los
dominios de f y g7 Calcule el dominio de h(x) = ﬁ Inz.

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 7. ;La grafica siguiente corresponde a una funcién?
Y J
ax

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 8. ;La grafica siguiente corresponde a una funcion?
. Es su dominio todo R? ;Es su rango un intervalo acotado?

17
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Ver respuesta correcta.

18
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Soluciones ejercicios propuestos

» Solucién Ejercicio 5: No. El dominio de la funcién valor
absoluto es todo R ya que la expresién |z| tiene sentido para
todo x. Sin embargo, la funcién solamente toma valores no
negativos y por tanto su rango es [0,00). A continuacién
aparece la grafica de la funcién valor absoluto.

y

= Solucién Ejercicio 6: Si. El dominio de la funcién producto
f-g viene dado por los valores de x para los que la expresién
f(x) - g(x) tenga sentido. Por tanto deben tener sentido
tanto f(x) como g(z). Asi el dominio estd formado por
los elementos que estan en los dominios de f y g a la vez

dom(f - g) = dom(f) N dom(f).
Para calcular el dominio de

1
h(z) = 1
(x) ——lnz

calculamos el dominio de cada uno de los factores que de-
finen h. La expresion ﬁ da lugar a una funcién con do-
minio R — {7} y la expresién Inz da lugar a una funcién

19
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con dominio (0, c0). El dominio buscado es
R —{7}] N (0,00) = (0,00) — {m}.

= Solucién Ejercicio 7: No. Un elemento z no puede tener
dos imagenes distintas. Trazando, por ejemplo, una recta
paralela al eje Y por el punto (0,0) vemos que interseca a
la gréafica en dos ocasiones.

= Solucién Ejercicio 8: Si, corresponde a una funcién porque
cada x tiene a lo sumo una imagen f(x).

Su dominio es R — {0} porque salvo que la situemos en
x = 0 toda recta vertical corta a la grafica.

Su rango es R — {0} porque salvo que la situemos en y = 0
toda recta horizontal corta a la grafica. Por lo tanto, el
rango de la funcién no es un intervalo acotado.

20
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3.3. Ficha 3: Funciones algebraicas

En esta ficha y la siguiente recordaremos las graficas de algu-
nas funciones muy importantes y a partir de ellas deduciremos
varias de las propiedades que las hacen singulares?.

Antes de empezar estableceremos que una funcién es estric-
tamente creciente en un intervalo si al situarnos sobre su grafi-
ca en ese intervalo y avanzar de izquierda a derecha la gréfica
sube. De forma similar diremos que una funciéon es estricta-
mente decreciente en un intervalo si al situarnos sobre su
grafica en dicho intervalo y avanzar de izquierda a derecha la
grafica baja.

Por ejemplo, la funcién valor absoluto que aparecié represen-
tada anteriormente es estrictamente creciente en (0, 00) y estric-
tamente decreciente en (—o0,0).

Funciones potenciales

Las funciones f(z) = 2" con n € N son habitualmente lla-
madas funciones potenciales. Tienen dominio todo R y el
rango depende de si n es par o impar, siendo

= [0,00) para n par.

= R para n impar.

Mire con detenimiento las graficas de las funciones poten-
ciales f(z) = z, f(x) = 22, f(z) = 23 y f(x) = 2* que aparecen
a continuacion.

3Si nunca ha visto las graficas de estas funciones este recordatorio no es suficiente y
necesitara utilizar la bibliografia complementaria para adecuar su formacién

21
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f@) = 28
Yy |f(z)=2"
flx) ==
2 =+
—I4 —|2 é x
9 4
4 4

Las graficas muestran que para n par existe una simetria
con respecto al eje 0Y y para n impar existe una simetria con
respecto al origen (0, 0).

Ahora no debe sorprendernos que una funcién simétrica con
respecto al eje 0Y', esto es, que verifica f(z) = f(—x) para todo
x, se llame funcién par y una funcién que es simétrica con
respecto al origen, esto es que verifica f(x) = —f(—z), se llame
funcion impar.

Las funciones potenciales son estrictamente crecientes en todo
R para n impar. Sin embargo, para n par son estrictamente
decrecientes en (—o00,0) y estrictamente crecientes en (0, 00).

22
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Funciones polinémicas

Una combinacion lineal de funciones potenciales da lugar a
una funcion polinémica. En otras palabras,

f@)=a 2"+ - +az+ag

donde a, # 0y a; € R para ¢ € {0,1,...,n} es una funcién
polinémica de grado n. Por ejemplo, f(z) = -3z + 2z +1 o
f(x) = 2% + 2% + 1 son funciones polinémicas de grado 3 y 6
respectivamente.

El dominio de estas funciones es todo R y el rango depende
al igual que en las funciones potenciales del caracter par o impar
del grado n.

Como un polinomio de grado n puede tener a lo sumo n
raices reales, la grafica de una funcién polinémica de grado n
corta al eje 0.X como mucho en n ocasiones y tendra también
como mucho n—1 cumbres (méximos relativos) o valles (minimos
relativos).

A continuacién dibujaremos las graficas de tres funciones
polinémicas de grados 1, 2 y 3 respectivamente. Fijese con de-
tenimiento en el comportamiento de cada una de ellas, cuente

el nimero de cortes con los ejes, cuente el nimero de cumbres y
valles, verifique el dominio y el rango.

23
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Y
12 +

f(z) = —2% + 4z

flx)=2z+3
2 z
4 4+
2
f(x):—%+x+4 ol
—12 4

Algunas funciones polinémicas tienen nombre propio debido
a su importancia:

» Las funciones dadas por f(x) = m con m € R se llaman
funciones constantes y su grafica es una linea recta hori-
zontal.

» Las funciones dadas por f(z) = mx con m € R, m # 0 se
llaman funciones lineales y su grafica es una linea recta
de pendiente m que pasa por el origen.

» Las funciones dadas por f(x) = mz +n con m,n € R se
llaman funciones afines y su gréfica es una linea recta de
pendiente m que pasa por el punto (0,n).

24
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» Las funciones dadas por f(z) = az® + bx + ¢ con a #
0 se llaman funciones cuadraticas y su gréfica es una
parabola®.

Funciones racionales

Son las que se construyen dividiendo dos funciones polinémi-

1
cas, por ejemplo, f(x) = %
x

Su dominio es R menos los posibles puntos en los que se anule
el denominador®.

Su comportamiento varia enormemente tal y como muestran
las graficas que aparecen a continuacion.

Observamos que justo antes y justo después de los puntos
que no pertenecen al dominio la funcién crece o decrece estric-
tamente tomando valores tan grandes (o tan pequenos) como se
quiera.

4Con forma de U si @ > 0 y con forma de N'si a < 0

5Si el denominador y el numerador tiene raices comunes antes debemos simplificar, por

. x27 X
ejemplo, f(2) = =HoTy = i3

25



Daniel Franco Leis Curso 0 Matematicas ﬂ

= D@+ (z+2) (w—l—l (z+2)

Funciones radicales

Las funciones f(x) = /x con n € N son habitualmente lla-
madas funciones radicales.

Tienen dominio [0, 00) si n es par y todo R si n es impar. El
rango también depende de la paridad de n: si n es par entonces
es [0,00), si m es impar entonces el rango es todo R.

Son funciones estrictamente crecientes en su dominio de defini-
cion con independencia de si n es par o impar. Pero tal y como se
observa en la figura crecen mucho mas despacio que las funciones
potenciales.

26
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Las funciones radicales y las potenciales son inversas unas
de otras pero debemos tener cuidado. Si n es impar no hay
problema porque la funcién f(x) = x" es inyectiva y su inversa
es [~ (y) = v

Las dificultades aparecen para n par ya que f(z) = 2" no es
inyectiva y en consecuencia no tiene inversa en todo su dominio.
Sin embargo, si restringimos el dominio a (—o0, 0) o (0, co) si son
inyectivas y sus inversas son respectivamente f~1(y) = /Yy

) = .

27
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 9. ; Las funciones son siempre estrictamente crecientes
o estrictamente decrecientes?
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 10. Senale en que intervalos es estrictamente cre-
ciente y en que intervalos es estrictamente decreciente la funcion
cuya grafica aparece a continuacién.

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 11. La grafica siguiente corresponde a una funcién

. .« s _ 1 7’
racu.opal de expresion f (:z:) = ooy Con @y b nimeros reales
positivos. jPuede determinar los valores de a y b7
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Ver respuesta correcta.

Ejercicio 12. jTodas las funciones radicales f(x) = {/x son
estrictamente crecientes en su dominio de definicion?.
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 13. Clasifique y calcule el dominio de la funcién dada

23

por f(x) = 5.
Ver respuesta correcta.
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Soluciones ejercicios propuestos

» Solucién Ejercicio 9: No. Por ejemplo, una funcién con-
stante no es ni estrictamente creciente ni estrictamente de-
creciente. Su grafica no sube ni baja al avanzar de izquierda
a derecha. A continuacién aparece la grafica de la funcién
constante f(x) = 2.

NO

= Solucién Ejercicio 10: Si avanzamos de izquierda a derecha
sobre la grafica vemos que hasta x = —1 la grafica baja,
entre t = —1 y x = 0 la gréafica sube, entre t =0y z =1
la grafica baja y a partir de x = 1 la grafica sube. Por
tanto, la funcién es estrictamente creciente en los intervalos
(—1,0) y (1, +00), mientas que la funcién es estrictamente
decreciente en los intervalos (—oo, —1) y (0, 1).

» Solucién Ejercicio 11: Se trata de una funcién racional.
Sabemos que las raices del denominador determinan el do-
minio. En la grafica observamos que la funcién no esta defini-
da para z = —1 y x = 2. Por lo tanto los valores buscados

son a =2y b=1, siendo la funcién f(x) = m

s Solucion Ejercicio 12: Si. Las funciones radicales son estric-
tamente crecientes en su dominio de definicion.
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= Solucién Ejercicio 13: Se trata de una funcién racional porque
su expresion viene dada por el cociente de dos polinomios.
El dominio es todo R porque el polinomio 22 + 1 no tiene
raices reales.
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3.4. Ficha 4: Funciones transcendentes
Funciones exponenciales

La expresion f(x) = a® con a > 0 define una funcién expo-
nencial de base a.

El dominio de una funciéon exponencial es todo R con in-
dependencia del valor de la base a > 0. Si @ = 1 la funcién
exponencial es la funcién constante 1 y en este caso su rango es
{1}. Si a > 1 la funcién es creciente y si @ < 1 la funcién es
decreciente, en ambos casos el rango es (0, 00).

Cuando se habla de funcién exponencial sin especificar la base
se sobrentiende que nos referimos a la funcién exponencial de
base e, esto es, f(z) = e® o como aparece en algunos textos

f(z) = exp(z).

Como vemos, las funciones exponenciales son estrictamente
crecientes si su base es mayor que 1 y estrictamente decrecientes
si su base es menor que 1.
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Funciones logaritmicas

Una funcién exponencial con base a # 1 es inyectiva. Por
lo tanto tendra inversa. La funcion inversa recibe el nombre de
funcién logaritmica o funcién logaritmo de base a, f(z) =
log, z. Si la base es el nimero e la funcién se llama funcion
logaritmo neperiano y se denota por f(z) = Inz.°

Dado que son inversas de funciones exponenciales (que co-
mo vimos tienen dominio todo R y rango (0,00)), su dominio
serd (0,00) y su rango todo R.

Son funciones sobreyectivas e inyectivas que en 1 toman el
valor 0. Si la base es mayor que 1 la funcién logaritmica es es-
trictamente creciente, si por el contrario la base pertenece al in-
tervalo (0, 1) la funcién logaritmica es estrictamente decreciente.

Funciones seno, coseno y tangente

6Al igual que ocurria con la funcién exponencial si no nos referimos a la base estamos
sobrentendiendo que nos referimos a la funcién logaritmo neperiano.
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Las funciones trigonométricas son las que a cada x le asignan
el valor de alguna razon trigonométrica de x. Las mas impor-
tantes son senx, cosx y tgx.

La gréafica de la funcién seno, f(zr) = senx, aparece a con-
tinuacion y vemos que el dominio de la funcion es todo R y el
rango es [—1, 1].

Y

6 \4/ -2 N/ 4\

No es una funcién sobreyectiva ni inyectiva. Se verifica que
sen() =0, senx = —sen(—z) y sen(z+27) = sen z. Por lo tanto
es una funcién impar y periodica.

La gréfica de la funcién coseno, f(r) = cosz, aparece a
continuacién y vemos que el dominio de la funcién es todo R y
el rango es [—1,1].

Y

2+ cos(x)

NN\ VAN,
NV ARV AR Ve

-2 4
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No es una funcién sobreyectiva ni inyectiva. Se verifica que
cos0 = 1, cosz = cos(—x) y cos(z + 2m) = cosx. Por lo tanto
es una funcién par y periodica.

La grafica de la funcién tangente, tgx = £ aparece a
COS T

continuacién y vemos que no pertenecen al dominio de la funcion

los nimeros de la forma § +nm y que su rango es R. Se verifica
que tg0 =0, tgx = —tg(—xz) y tg(x + m) = tgz. Por lo tanto,
es una funcién impar y periédica.
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Ejercicios propuestos

Inz, >0
Ejercicio 14. ;Coinciden el dominio de f(x) = ¢ 0, x=0
In|z|, x <0

y su rango? ; Podria dibujarla?
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 15. ;El dominio y el rango de f(x) = sen2x y g(z) =
2sen x coinciden?
Ver respuesta correcta.

Ejercicio 16. La grafica siguiente corresponde a una funcion ex-
ponencial, logaritmica o polindmica. ;Puede determinar a cual?

Y

Ver respuesta correcta.

Ejercicio 17. Una de las siguientes gréaficas se corresponde con
la de secx = —

= determinela.
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Ver respuesta correcta.
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Soluciones ejercicios propuestos

» Solucién Ejercicio 14: Si. El dominio de la funcién es todo
R puesto que esta bien definida para todo niimero real. Por
otro lado el rango también es R porque la funcién logarit-
mo neperiano verifica In((0,00)) = R. La gréfica aparece a

continuacion.
)
9 1
4 -2 2 U
—2
41

» Solucion Ejercicio 15: El dominio coincide pero el rango
no. Ambas estan definidas en todo R y por lo tanto su
dominio es el mismo. Sabemos que sen x toma valores en el
intervalo [—1, 1], por tanto 2 sen x tomar4 valores en [—2, 2].
Por otro lado, si llamamos w = 2x, tenemos que sen 2x =
senw que como ya hemos dicho toma valores en [—1,1]. A
continuacién aparecen las graficas de ambas funciones
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2+ A2sen(x)

ST o

= Solucién Ejercicio 16: La gréafica tiene que ser de una fun-
cion logaritmica porque las otras dos tienen dominio todo
R y como vemos los niimeros negativos no tienen imagen
para la funcién representada en la grafica. Ademéds, como
es estrictamente decreciente, podemos afirmar que la base
es un numero del intervalo (0, 1).

= Solucién Ejercicio 17: En la primera la imagen de 0 es 0.

Pero sec0 = colsO = 1. Por tanto, es la segunda.

39



Daniel Franco Leis Curso 0 Matematicas

4.

Prueba de autoevaluacion

Dada una aplicacion sobreyectiva:
dos elementos distintos siempre
tienen imagenes distintas.

| Verdadero]

| Falso|

Una aplicacién sobreyectiva siempre
es inyectiva.

| Verdadero|

| Falso|

Dadas dos aplicaciones siempre se
pueden componer.

| Verdadero]

| Falso|

4

La funcién dada por f(x) = x* es in-

yectiva.

| Verdadero]

| Falso|

El dominio y el rango de la funcion
logaritmo neperiano coinciden.

| Verdadero]

| Falso|

A partir de la grafica de una funcion
se puede deducir si es estrictamente
creciente.

| Verdadero|

| Falso|

La grafica de una funcion siempre
puede pintarse sin levantar el lapiz
del papel.

| Verdadero]

| Falso|

La funcién dada por f(x) = %H Inx
tiene dominio (0, c0).

| Verdadero]

| Falso|

La funcién 2% es estrictamente decre-
ciente en R.

| Verdadero]

| Falso|
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