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1. Introduccion y objetivos.

Cada persona se ha enfrentado en algin momento de su vida cotidiana, a problemas, donde
es necesario contar el nimero de composiciones distintas, con las que pueden presentarse
diversos objetos reunidos formando un bloque. En definitiva, este problema suele solventarse
en casos elementales, contando los elementos de un conjunto de composiciones de forma
directa, es decir, uno a uno. En general, se trata de determinar el nimero entero no negativo
(cero o0 mas), de esas composiciones.

Se lanzan tres monedas al aire: {Cuéntas composiciones correspondientes a
ese lanzamiento poseen una cara?

Se puede pensar en construir el conjunto de esas composiciones, pero, salvo en casos muy
elementales, ese trabajo de construccion suele ser mas complejo que el simple contar de esas
composiciones.

Se lanza una moneda al aire 30 veces seguidas: ;Cuantas composiciones
correspondientes a esos 30 lanzamientos poseen 7 caras?

En este tema, se tratan algunas técnicas basicas para contar los elementos de conjuntos de
composiciones de diversos objetos. En todos los ejemplos que vamos a ver, serd necesario
contar cuantos elementos poseen los conjuntos implicados en cada problema particular. En
los ejemplos elementales, este conjunto estd definido por composiciones que verifican una
propiedad simple y la enumeracion de elementos es facil.

Un restaurante tiene una carta que consta de siete primeros platos, ocho segundos
y seis postres:. ;Cuantos menus formados por tres platos, uno del primer grupo,
uno del segundo y un postre, se pueden confeccionar?

Existen conjuntos, donde las composiciones, o agrupaciones, verifican varias propiedades y
este calculo no es tan facil.

Al restaurante anterior, entran cinco amigos: ;Cudntas composiciones distintas de
cinco ments de tres platos pueden seleccionar los cinco amigos, tal que, cada par
de amigos tnicamente coincida en un plato seleccionado?

Entre las habilidades matematicas indispensables para cualquier persona que quiera realizar
una carrera de Ciencias, o de Ingenieria, debe atesorarse la de contar este tipo de
composiciones de una forma fluida, puesto que aparecen con bastante frecuencia. No basta
con tener capacidad de manejarlos, sino que se debe hacer con gran soltura. Las técnicas
empleadas pueden parecer elementales, pero la experiencia nos hace detectar deficiencias
cognitivas cuyo origen es un mal conocimiento de estas habilidades tan basicas y practicas.
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Este modulo consta de tres fichas: En la primera, se tratan inicialmente tanto las variaciones
como las permutaciones de objetos cuando estos no pueden repetirse, y se concluye con los
casos en los cuales los objetos pueden repetirse. En todos los casos, se presentan las formulas
que permiten el calculo del nimero de variaciones o de permutaciones distintas. La segunda
ficha, se dedica a tratar de igual forma el caso de las combinaciones de objetos.

En la tercera ficha, se presentan algunas propiedades de los ntimeros expresados como
nimeros combinatorios, y las potencias de un binomio cuando el exponente es un niimero

natural. Esta ficha, finaliza con la expresion del desarrollo de las potencias de un binomio
con nimeros combinatorios.

1.1 Objetivos:

e Conocer las distintas formas de agrupar objetos.
e Reconocer en cada agrupacion la clave combinatoria de su formacion.

e Calcular el nimero de variaciones, o permutaciones, tanto si es posible repetir objetos
en las agrupaciones, como si no es posible.

e Calcular el numero de combinaciones, tanto si es posible repetir objetos en las
agrupaciones, como si no es posible.

e Conocer y utilizar algunas propiedades de los nimeros combinatorios.

e Manegjar los desarrollos de un binomio.



Miguel Delgado Pineda Curso 0 Matematicas m

2. Prueba de autodiagndstico.

1. ;Cuéantas banderas tricolor de tres franjas horizontales se pueden construir, al disponer
de cinco telas de colores distintos?

2. (Cuantas clasificaciones finales se pueden presentar al final de la prueba de natacion
de 100 m libres, en la que compiten ocho nadadores?

3. El seleccionador de tenis de un pais elige a cinco tenistas para jugar la copa Davis:
(Cuantas parejas distintas puede elegir para jugar el partido de dobles?

4. Sobre una diana de dardos, estan marcadas las siguientes puntuaciones: 0, 1, 2, 3,4, 5,
6,7,8,9,10,25,50. ;Cuantas puntuaciones pueden alcanzarse, al lanzar un dardo
cada componente de un equipo de tres jugadores?

5. Se disponen de seis naipes rotulados con las letras P, A, T, A, T, A. Se barajan y
extraen una tras otra, anotando en cada caso su correspondiente letra: ;Cual es el
numero de anotaciones posibles de las seis letras?

6. Ordenar de mayor a menor las siguientes parejas de nimeros (factoriales): 4! y 6!, y
. . (7 10
(combinatorios): (3) y ( 6 )

7. Efectuar la siguiente suma: (g) + (Z)

8. Desarrollar los siguientes binomios: (1 +a)* y (b — 2)°5.

9. Existe algiin término del desarrollo del binomio (a? + b)®, que una vez
desarrollado posea el producto a*b*?

10. Efectuar la siguiente suma: ((5)) + (i) + (g) + (g) + (i) + (g)

Una vez realizada la prueba, puede ver las respuestas en la péagina siguiente. Si ha
respondido a todo correctamente puede pasar a otro médulo.

Si ha tenido dificultades, si el nimero de respuestas correctas no le parece aceptable, o si
ha tardado mas de 60 minutos en contestar; estudic ordenadamente las fichas que
encontrara a continuacion. Si tan solo ha tenido dificultades en algunas cuestiones
puntuales, repase las fichas correspondientes a tales preguntas.

5



Miguel Delgado Pineda Curso 0 Matematicas m

Respuestas a la prueba de autodiagnéstico:

1. Cada bandera, es una variacion sin repeticion, de cinco colores tomados de tres en
tres. Recuerde, que el nimero de variaciones sin repeticion es:

Vs3 =5%x4Xx3=60.

2. Cada clasificacion, es una permutacion sin repeticion, de ocho nadadores.
Recuerde, que el nimero de permutaciones sin repeticion es:

Pg=8l=8X7X6X5X4Xx3x2x1=40320.

3. Cada pareja de dobles, es una combinacidon sin repeticion, de cinco elementos
tomados de dos en dos. Recuerde, que el nimero de combinaciones sin repeticion

€S

Cso=(3) =52 = 22 =10,

2 21x31 1x2

4. Cada puntuacion, es una variacion con repeticion, de trece valores tomados de tres
en tres. Recuerde, que el nimero de variaciones con repeticion es:

VRy35 = 133 = 2197.

5. Cada linea de escritura, es una permutacion con repeticion, de seis letras tomadas
de tres en tres, de dos en dos y de una en una. Recuerde, que el nimero de

permutaciones con repeticion es:

6! __ 6X5X4X3x2X1
3Ix2IX1] | 3X2X1X2X1X1

P6,3,2,1 - 60 .
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6. De la pareja de nimeros (factoriales ): 4! < 6!, puesto que 4<6, y de la pareja de

nimeros (combinatorios): (7) = X6 _ 35 y (10) = (10) = 0BT _ 210;

3 3%2 6 4 4X3%2
luego (;) < (160)'

() (g) = () =%t =2

8. Al aplicar la formula del desarrollo del binomio de Newton, se tiene que:
(1+a)*=1+4a+6a%+4as+a*,

(b —2)5 = b% — 10b* + 40b3 — 80b? + 80b — 32.

9. No. Todos los términos de desarrollo del binomio se pueden escribir de la forma:

(15() (a2)5 kpk = (15<) al0-2kpk

asi pues, es imposible que se verifique al mismo tiempo que 10-2k=4 y que k=4.

10. 32, puesto que (g) + (i) + (5) + (5) + (5) + (g) =(1+1)°=32.
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3. Contenidos.

Los contenidos tedricos de este tema, corresponden a la necesidad de conocer las distintas
formas de agrupar objetos segun algln criterio, y de reconocer en cada agrupacién la clave
combinatoria de su formacion. Estos contenidos, se distribuyen en las tres fichas siguientes:

1. Variaciones y Permutaciones.
2. Combinaciones.
3. Binomio de Newton.

3.1. Ficha 1: Variaciones y Permutaciones.

Las variaciones y las permutaciones de objetos, son agrupaciones en las cuales hay algin
criterio posicional que permite diferenciar, de forma esencial, a cada una de las posibles
agrupaciones. Inicialmente, se puede considerar que tales agrupaciones estan
representadas en fila, o en linea recta, donde hay un primer elemento y un tltimo.

La diferencia estriba en la participacion de los objetos en dichas agrupaciones. Mientras
que en las variaciones no se requiere que participen todos los objetos, en las

permutaciones, participan todos. Se puede decir, que la permutacion es un caso particular
de variacion

Variacién sin repeticion de n objetos tomados de k en k.

Una variacion sin repeticion, de n objetos tomados de k en k, es una agrupacion alineada
en recta (en fila), de k objetos elegidos entre los n disponibles, sin repetir ningin objeto.

Ejemplo: Se desean crear banderas tricolor de tres bandas horizontales y se dispone de
seis rollos de tela con los siguientes colores:

| Negro

La bandera “RAV” es valida.

La bandera “RAN” es valida.
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La bandera “RNA” es valida.

La bandera “RAR” no es valida, puesto que no es tricolor.

En este caso, resulta que en la agrupacion de colores, es importante la posicion de cada
color en la bandera, se dispone de seis colores, y s6lo se eligen tres para cada agrupacion;
entonces podemos decir, que cada bandera es una variacion sin repeticion, de seis colores
tomados de tres en tres.

Observacion. Las banderas presentadas han sido denominadas: RAN, RAV, RNA 'y
RAR. Esta denominacion indica como se situacion de los colores, puesto que estan en fila
dentro de cada banderas. Se ha determinado que el color superior se corresponde con la
primera letra y el mas abajo la ultima.

Esta forma de denominar a las banderas, es personal, y no esta definido en el problema, es
una forma de expresar las agrupaciones como palabras que nos permite distinguir
banderas, sin necesidad de verlas.

Con la simple escritura de la inicial de cada color, se puede analizar el problema,
comprobando que el cambio de posicion de una letra, modifica la bandera, y que no se
puede repetir una misma letra.

Numero de variaciones sin repeticion de n objetos tomados de k
en k.

El numero de variaciones sin repeticion, de n objetos tomados de k en k , es decir, el
numero de agrupaciones ordenadas, suele representarse por la expresion:

Vak=nxXxn—-1)xn-2)x..x(n—k+1).

Ejemplo: El nimero de variaciones sin repeticion de seis elementos tomados de tres en
treses Vg3 = 6 X 5 X 4 = 120. Asi pues, hay 120 banderas tricolor distintas, en el
ejemplo anterior.
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Ejemplo:
V,4=7X6X5 X4 =840.

Vs, =5x4=20.
V6,1 - 6.
Ves =6X5X4x3x2=720.

Permutacion sin repeticion de n objetos.

Una permutacion sin repeticion, de n objetos, es una agrupacion alineada recta (en fila),
de todos objetos disponibles sin repetir ningun objeto. Una permutacion de n elementos,
es lo mismo, que una variacion de n elementos, tomados de n en n.

Ejemplo: Se desean crear banderas tricolor, con tres bandas horizontales, y solo se
dispone, de tres rollos de tela con los siguientes colores:

| Amarillo  [JINEED

La bandera “RAN” es valida.

—

La bandera “RNA” ” es valida.

—

La bandera “RAR” ” no es valida, puesto que no es tricolor.

—

En este caso, resulta, que en la agrupacion de colores es importante la posicion de cada
color en la bandera, y se emplean todos los colores para cada agrupacion; entonces
podemos decir, que cada bandera es una permutacion sin repeticion de tres colores.

10
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Numero de permutaciones sin repeticion de n objetos.

El numero de permutaciones sin repeticion, de n objetos, es decir, el numero de
agrupaciones ordenadas, suele representarse por la expresion:

B=nl=nxn-1)XxnNn-2)x..x2x1.

Ejemplo: El nimero de permutaciones sin repeticion, de tres elementos es P; = 3 X 2 X
1 = 6. Asi pues, hay 6 banderas tricolor distintas en el ejemplo anterior.

Ejemplo:

P;=31=1x2Xx3=6.
P,=4'=1%x2x3 x4 =24,
P =5=1Xx2x%x3%x4x5=120.

Observacion. La expresion n!, se denomina n factorial, y se considera que 0!, toma el
valor 1.

Permutacion circular sin repeticion de n objetos.

Una permutacion sin repeticion, de n objetos, es una agrupacion en linea circular (en
corro) de todos objetos disponibles, sin repetir ningin objeto.

Ejemplo: Se desean crear hexdgonos, tales que, cada uno de los seis triangulos con un
lado y vértice opuesto el centro del hexdgono, esté coloreado con un color distinto, y solo
se dispone de seis botes de pintura con los siguientes colores:

| Negro |

11
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El hex4dgono “VNMRAB?” es valido.

El hexagono “RNMVAB” ” es valido y distinto del anterior.

El hexagono “ABRNMV” no es distinto del anterior, puesto que los colores vecinos a un
determinado tridngulo, son los mismos para cada hexagono

.Se puede comprobar la vecindad de los colores en la siguiente tabla

Tridngulo de la izquierda Tridngulo de Color Tridngulo de la derecha

Observacion. Las hexagonos han sido denominados: RNMVAB, RNMVAB y
ABRNMV. Esta denominacion, ha dispuesto los tridngulos de colores en fila, tomando el
tridangulo superior como la primera letra, y rotando segun las agujas de un reloj, los demas
tridngulos.

Esta forma de denominar a las hexagonos es personal, y no esta definido en el problema,
es una forma de expresar las agrupaciones como palabras que nos permite distinguir
hexagonos, sin necesidad de verlos.

12
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Con la simple escritura de la inicial de cada color se puede analizar el problema,
comprobando, que el cambio de posicion de una letra modifica el hexagono, y que no se
puede repetir una misma letra.

El problema, es que esta notacion no distingue seis “palabras” distintas que corresponden
a un mismo hexagono. Esto se comprueba, al anotar como la primera letra, la inicial

correspondiente a otro tridngulo distinto del tridngulo superior, y se procede de igual
forma.

Numero de permutaciones circulares sin repeticion de n objetos.

El numero de permutaciones circulares sin repeticion, de n objetos, es decir, el numero
de agrupaciones ordenadas en corro, suele representarse por la expresion:

PCp =Py =m—-1)!

Ejemplo: El nimero de permutaciones circulares sin repeticion seis elementos es
PCq = Ps = 5! = 120. Asi pues, hay 120 hexagonos distintos, en el ejemplo anterior.

Observacion. La relacion existente entre el nuimero de variaciones y el de permutaciones
es:

B n
Vn'k_P_k_E.

Variacion con repeticion de n objetos tomados de k en k.

Una variacion con repeticion, de n objetos tomados de k en k, es una agrupacion alineada
recta (en fila), de k objetos elegidos, entre los n disponibles. En este caso, se pueden
repetir los objetos hasta k veces.

Ejemplo: Una ferreteria, dispone de cinco cajones con digitos en bronce, los
correspondientes a lo digitos impares:

1 3 5 7 9

Se trata, de crear unas muestras de rotulos numéricos de tres cifras, para numerar los
portales de una calle.

13
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Los siguientes rotulos son validos:

153
513
717
177

En este caso, resulta que en la agrupacion de digitos, es importante la posicion que ocupa
cada digito, se dispone de cinco elementos diferentes, y solo se eligen tres, para cada
agrupacion; entonces podemos decir, que cada rétulo es una variacion con repeticion de
cinco digitos, tomados de tres en tres.

Numero de variaciones con repeticion de n objetos tomados de
k en k.

El numero de variaciones con repeticion, de n objetos tomados de k en k , es decir, el
numero de agrupaciones ordenadas, suele representarse por la expresion:
VR =nXnxnx..xn=nk

Ejemplo: El nimero de variaciones con repeticion, de cinco elementos, tomados de tres
entres es: VRg 3 = 53 = 125. Asi pues, hay 125 rétulos distintos en el ejemplo anterior.

Permutacion con repeticién de n objetos

Una permutacion con repeticion, de n objetos, donde un objeto se repite k veces, es una
colocacion agrupada de todos objetos disponibles, teniendo en cuenta, que la permutacion
de posiciones del objeto repetido, no distingue agrupaciones.

Ejemplo: Se desean crear banderas agrupando seis bandas, de las cuales; tres son rojas,

dos son amarillas, y una es negra.
2 Bandas 1 Banda
Amarilla Negra

14



Miguel Delgado Pineda Curso 0 Matematicas M

La bandera “RANRAR” es valida.

{

La bandera “RNRARA” es valida.

Si a la bandera “RNRARA”, le cambiamos la franja primera, por la quinta; entonces no
se obtiene otra nueva bandera.

Si cambiamos la segunda, por la sexta, si se obtiene otra bandera.

Il

En este caso, resulta, que en la agrupacion de colores es importante la posicion de cada
color en la bandera, y se emplean todos los colores para cada agrupacion; entonces
podemos decir, que cada bandera, es una permutacion con repeticion, de seis colores,
donde un color se repite tres veces, otro dos y el tltimo una vez.

15
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Numero de permutacion con repeticion de n objetos

El numero de permutaciones con repeticion, de n objetos con solo k objetos distintos, de
manera, que cada uno se repite n;...nx veces, es decir, n;+...+ng=n , suele representarse

por la expresion:
B, n!

nyl..ng!

P =
nny.ng
lni by

k

Ejemplo: El nimero de permutaciones con repeticion, de seis elementos tomados de tres
en tres, de dos en dos y de uno en uno, es

P, 6!

P =—2 = =60
6321~ p.p,p, ~ 312l

Asi pues, hay 60 banderas tricolor distintas, en el ejemplo anterior.

16
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Ejercicios.

1. Los cinco componentes de una familia: (padre, madre, hijo mayor, hijo mediano e
hijo menor); se sitian en una misma fila de un cine. Si cada fila, tiene 25 butacas:
(De cuantas formas distintas, puede estar la familia sentada en el cine?

2. Al salir del cine, la familia del ejercicio anterior se sienta en una mesa redonda,
para cenar: ;/De cudntas formas distintas, puede estar la familia sentada en la
cena?

3. Al volver a casa, cada uno se va a una de las cinco camas de la casa para dormir:
(De cuantas formas distintas, pueden ocupar las camas para dormir?

4. Al despertar, y desayunar, cada componente ingiere un unico liquido de los
disponibles: té, café, leche y zumo: ;Cuantos desayunos distintos se pueden
producir?

5. Con las letras de la palabra PATATA: ;Cudantas palabras distintas pueden
escribirse? . Palabras que pudieran ser legibles, o no, con significado, o no.

17



Miguel Delgado Pineda Curso 0 Matematicas m

Soluciones.

1. Coémo cada fila tiene 25 butacas, y hay que elegir una, para cada componente de la
familia; entonces hay tantas colocaciones como variaciones de 25 elementos,
tomados de cinco en cinco:

Vass = 25 X 24 X 23 X 22 X 21 = 6375600.

2. Coémo cada mesa redonda tiene 5 asientos, y hay que elegir uno, para cada
componente de la familia; entonces hay tantas colocaciones como permutaciones
circulares de 5 elementos:

PC; =4!=4Xx3x2x1= 24.

3. Como la casa tiene 5 camas, y hay que elegir una, para cada componente de la
familia; entonces hay tantas colocaciones como permutaciones circulares de 5
elementos

Ps =51=5x4x%x3x2x1= 120.

4. Como hay cuatro bebidas disponibles, y hay que elegir una, para cada
componente de la familia; entonces hay tantos desayunos como variaciones con
repeticion de 4 elementos, tomados de cinco en cinco

VR,s = 4° = 1024.

5. Hay, tantas palabras como permutaciones con repeticion de 6 elementos, que se

repiten de tres en tres, de dos en dos y de uno en uno.
Py 6!

P, =—° —_— =60
6321 = p.p,p, ~ 312!

18
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3.2. Ficha 2: Combinaciones.

Las combinaciones de objetos, son agrupaciones de dichos objetos, en las cuales, no hay
algun criterio posicional, y por lo tanto; dos combinaciones son distintas, s0lo si son
agrupaciones de diferentes objetos, es decir; los objetos, son los tnicos elementos que
permiten diferenciar de forma esencial a cada una de las posibles agrupaciones.

Combinacioén sin repeticion de n objetos tomados de k en k.

Una combinacion sin repeticion, de n objetos, tomados de k en k, es una agrupacion de k
objetos, elegidos entre los n disponibles sin repetir ninguin objeto.

Ejemplo: Se desea crear distintas pinturas, mezclando cantidades iguales de tres de los
colores disponibles, en seis botes con las siguientes pinturas:

| Naranja | Blanco [VERICIN

La pintura “RAV” es una de las posibles.

La pintura “RAN?” es otra distinta de la anterior pintura.

La pintura “RNA” no es una pintura nueva, puesto que es igual a la pintura anterior
“RAN".

1

intu u intura valida, pu u
La pintura “VBV” no es una pintura valida, puesto que no se ha creado con tres colores
distintos.

1
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En este caso, resulta, que en la agrupacion de colores es importante tan so6lo, los colores
empleados, y no como se vertieron para mezclar posteriormente. Asi pues, se dispone de
seis colores, y so6lo se eligen tres para cada agrupacion. Entonces podemos decir, que cada
bote final, es una combinacion sin repeticion, de seis colores, tomados de tres en tres.

Observacion. Las pinturas finales presentadas han sido denominadas: RAN, RAV, RNA
y VBV. Con esta denominacion, se indica el orden en el que se vierten los colores, pero si
se cambia el orden de vertido de las pinturas, resulta que el color final es el mismo.

Esta forma de denominar a los botes de pintura final, es personal y no esta definido en el
problema, es una forma de expresar las agrupaciones como palabras, que nos permite
distinguir colores finales, con la simple resefia de los colores participantes.

Con la simple escritura de la inicial de cada color, se puede analizar el problema.
Comprobando que el cambio de posicion de una letra no modifica el color final, y que no
se puede repetir una misma letra.

Numero de combinaciones sin repeticion de n objetos tomados
de k e k.

El nimero de combinaciones sin repeticion, de n objetos, tomados de k en k , es decir, el
numero de agrupaciones de k elementos distintos, suele representarse por la expresion:

c nXm-Dxm-2)x.X(n-k+1)
nk kx(k—1)%..x2x1 '

Ejemplo: El nimero de combinaciones sin repeticion, de seis elementos, tomados de tres
6X5x4

3xX2X1

en tres, es: Cg3 = = 20. Asi pues, hay 120 pinturas finales distintas, en el ejemplo

anterior.

Observacion. La relacion existente, entre el nimero de variaciones sin repeticion, y el de
combinaciones sin repeticion es:

Vn,k . n!
P, kix(m-—-k!

Cn,k =

20



Miguel Delgado Pineda Curso 0 Matematicas m

Numero combinatorio.

Se denomina numero combinatorio, n sobre k, ~al nimero de combinaciones sin
repeticion, de n elementos tomados de k en k. Suele representarse por la expresion:

I
Cn,k = (;(l) - m

Ejemplo: El nimero de permutaciones sin repeticion, de tres elementos, es: P; = 3 X 2 X
1 = 6. Asi pues, hay 6 banderas tricolor distintas, en el ejemplo anterior.

Ejemplos:

.z .y n . .
Observacién. Para que la expresion ( k) tenga sentido, se requiere que, 0 < k < n, yse

considera que (8) toma el valor 1.

Combinacién con repeticion de n objetos tomados de k en k.

Una variacion con repeticion, de n objetos, tomados de k en k, es una agrupacion de k
objetos, elegidos entre los n disponibles, que pueden estar repetidos. En este caso se
pueden repetir los objetos hasta k veces
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Ejemplo: Una ferreteria, dispone de cinco cajones, y cada cajon, contiene llaves de un
mismo color; asi pues, se tienen llaves de cinco colores distintos.

| |

Al ser solicitadas cuatro copias de la llave de un cliente, estas se fabrican con las
seleccionadas de esos cajones. Se trata de estudiar los distintos juegos de llaves que
podrian ser fabricadas.

El juego “RAVM?” es un posible juego.

Ve

El juego “RAAR” es otro juego posible.

N8

El juego “RRRR” es otro juego posible distinto.

Sin embargo, el juego “ARAR”, es el mismo juego de llaves, que el “RAAR”.

A

En este caso, sucede, que en la agrupacion de colores, solo es importante los colores
empleados al fabricar las copias para el juego de llaves. Asi pues, se dispone de cinco
colores, y s6lo se eligen un maximo de cuatro, para cada agrupacion; entonces podemos
decir, que cada juego es una combinacion con repeticion, de cinco colores tomados de
cuatro en cuatro.
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Observacion. Las juegos de llaves presentados han sido denominadas: RAVM, RAAR,
RRRR y ARAR. Con esta denominacion, se indica el orden en la fabricacion de cada
copia del juego, pero si se cambia el orden de fabricacion de copias, se obtiene el mismo
juego de llaves, como en el caso RAAR y ARAR.

Esta forma de denominar a los juegos de llaves, es personal, y no esta definida en el
problema, es una forma de expresar los juegos con palabras que nos permite distinguir
dichos juegos, con la simple resefia de los colores participantes.

Con la simple escritura de la inicial de cada color, se puede analizar el problema.
Comprobando que el cambio de posicion de una letra no modifica el color final, y que no
se puede repetir una misma letra, desde cero veces a cuatro.

En este caso, resulta que en la agrupacion de copias, no es importante la posicion en la
fabricacion de la copia. Se dispone de cinco elementos diferentes, y cada uno, se puede
repetir hasta cuatro veces en cada agrupacion; entonces podemos decir, que cada juego de
llaves es una combinacion con repeticion, hasta cuatro veces de cinco.

Numero de combinacidén con repeticion de n objetos tomados de
k en k.

El niimero de combinaciones con repeticion, de n objetos, tomados de k en k, es decir, el
numero de agrupaciones con posibles objetos repetidos, suele representarse por la
expresion:

CRyk = Cpiyk-1k = (k * Z B 1)-

Ejemplo: El nimero de combinaciones con repeticion, de cinco elementos, tomados de
8

4) = 70. Asi pues, hay juegos de llaves distintas,

cuatro en cuatro, €s: CRs4 = (g4 = (

en el ejemplo anterior.
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Ejercicios.

1. De un grupo de 30 personas, se seleccionan 10 para asistir en vivo a un programa
de television: ;Cudntas selecciones distintas se pueden efectuar?

2. Se disponen de trece elementos distintos, y se eligen solo cinco: ;Cudl es mayor,
el nimero de variaciones de esos trece elementos, tomados de cinco en cinco, o el
numero de combinaciones de esos trece elementos, tomados de cinco en cinco?

3. Enlas 15 filas de un cine que tiene 25 butacas de color azul, se sustituiran cinco
butacas de ese color, por otras cinco, de color verde en cada fila: ;Cudntas filas
distintas se pueden formar? , y, ;cudntas apariencias distintas puede tener todo el
conjunto de butacas del cine?

4. (Cuantas ternas de tres nimeros enteros, no negativos, suman 10?

5. Un nifo tiene nueve canicas; tres rojas, tres verdes y tres amarillas, en un bolsillo.
Al meter la mano en el bolsillo, saca tres canicas: ;De cuantas formas distintas
pueden distribuirse los colores de las tres canicas?
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Soluciones.

1. Coémo cada grupo de 10 personas, es diferente de otro, dependiendo sélo de los
componentes, y no del orden en que fueron elegidos para formar el grupo,
entonces hay tantos grupos, como combinaciones de 30 elementos, tomados de

diez en diez:
0!

_(30y__ 30" _
Cao0 = (10) =Torxzor 00

2. El ntmero de variaciones, puesto que para cada combinacion, de trece elementos,
tomados de cinco en cinco, se pueden obtener: Py =5!=5X4X3X2X1=
120 variaciones, de trece elementos, tomados de cinco en cinco.

3. Como cada fila de 25 butacas ve modificada s6lo cinco butacas y no importa el
orden en el cual se cambian los colores, entonces hay tantas formas de disponer

una fila, como combinaciones, de 25 elementos, tomados de cinco en cinco.
I

_(25\ _ 25! B
Cpss = ( . ) = 5 50; = 53130.

Ademas, como el cine tiene 15 filas, y cada fila puede presentar 53130 apariencias
distintas, resulta que las apariencias distintas de todo el cine son:

15 X Cys5 = 15 X (255) — 796950,

4. Coémo al sumar tres nimero, el orden de los sumandos no afecta al resultado, y
ademads, pueden sumarse niumeros repetidos, entonces hay tantas ternas que suman
10 como combinaciones con repeticion, de 10 numeros, tomados de tres en tres

CRyos = (3 + 130 — 1) _ (132) _ 3!13!9! — 220,

5. Como hay tres colores, y al sacar tres canicas puede ocurrir que sean del mismo
color, entonces hay tantas distribuciones de los colores de las tres canicas
extraidas, como combinaciones, de tres elementos, tomados de tres en tres.

_ 51
Ry = (07 1)=(§)=3!x'2!=10'
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3.3. Ficha 2: Binomio de Newton

En esta ficha se estudian, la relacion entre la potencia entera positiva de un binomio, con
las potencias de los elementos que componen dicho binomio.

Binomio.

Un binomio, es la suma, o resta, de elementos, o sumandos. En un binomio, estos
sumandos no pueden ser sustituidos por un solo elemento

Ejemplos:
1+ x).
(a —b).
(2x% = 3y3).

()

Observacion. La forma de operar con binomios, puede consultarse en las fichas de
Aritmética. Como en esta ficha, solo interesan las sucesivas potencias de un binomio,
basta recordar la siguiente propiedad:

(a+b)x(c+d)=axc+axd+bxc+bxd.

Para simplificar la forma de escribir los productos de binomios se emplea la siguiente
notacion:

(a+b)(c+d)=ac+ad+ bc + bd.

Trinomio, tretanomio, ... n-nomio.

Un trinomio, es la suma, o resta, de tres elementos, o sumandos. En un trinomio, estos
elementos que no pueden ser sustituidos por un solo elemento. Andlogamente, Un n-
nomio, es la suma, o resta, de n elementos, o sumandos, tal que, esos elementos no
pueden ser sustituidos por un solo elemento.
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Ejemplos:
1+x+y).
(a—b+c).

(2x% — 3y3 — 22).
1
(— —3x+ 2x2).
x

Observacion. La forma de operar con n-nomios, es andloga a la forma de operar con
binomios. Como en esta ficha, s6lo interesan las sucesivas potencias de un n-nomio,
basta recordar la siguiente propiedad:

(a+b+c)d+e+f)=ad+ae+af +bd+ be+bf +cd+ ce +cf.

Potencias de un binomio.

Se denomina potencia n de un binomio, al producto de n veces ese binomio, y suele
representarse por la expresion:

(a+b)"=(a+b)"(a+b)=(a+Db).™. . (a+Db).

Conviene recordar las primeras potencias de un binomio cualquiera, para lo cual
mostramos la siguiente lista de potencias:

(a+b)? =(a+b)(a+b) =a?+ 2ab + b2
(a+b)® =(a+b)*(a+b) =a®+3ab + 3ab? + b3.
(a+b)*=(a+b)(a+b) =a*+ 4a3b + 6a?b? + 4ab® + b*.
(a+b)° = (a+b)*(a+b) =a®+5a*h + 10ab? + 10a?b® + 5ab* + b°.
Observacion. Se puede comprobar, la relacion existente entre la potencia n de un

binomio (a + b)™, y todos los posibles productos de la forma: aPbh? conp + q = n. En
el desarrollo de la potencia n, aparecen todos los productos a”b?, como sumandos.

Ejemplo: En el desarrollo de (a + b)”, aparecen los siguientes productos de potencias de
ay b, con el siguiente orden:
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a’, ah, a®b?, a*b3, a’b*, a®b®, ab®, b’.

Triangulo de Tartaglia.

Se denomina triangulo de Tartaglia a la tabla de forma triangular compuesta por los
coeficientes de las sucesivas potencias de un binomio:

Conviene recordar el triangulo, para las diez primeras potencias de un binomio
cualquiera.

11
121
13 31
14641
151010 51
1615 20 15 6 1
1721 35352171
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 120 45 10 1

Cada fila del tridangulo, esta compuesta por los coeficientes que llevan, la lista de
productos ordenada como anteriormente se ha mostrado.

Se puede comprobar la ley de formacion del tridngulo, observando que los coeficientes de
una determinada fila, se construyen iniciando y finalizando la fila con el numero 1, y
rellenando los demas coeficientes, al sumar los de la fila anterior.

Observacion. El triangulo de Tartaglia, es simétrico respecto a su altura, compuesta por
la columna central.

Ejemplo: En el desarrollo de (a + b)”, aparecen los siguientes productos de potencias de
a 'y b, con los siguientes coeficientes:

a’,a®h,a’b? a*b3 a3b* a%b°, ab®,b’,
1, 7, 21, 35, 35 21, 7, 1.

Asi pues:
(a+b)” =a’ +7a’b+ 21 a’b? + 35a*b® + 35a3b* + 21 a?b> + 7ab® + b’.
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Triangulo de Tartaglia con numeros combinatorios.
Los coeficientes que aparecen en el tridngulo, pueden ser descritos mediantes nimeros
combinatorios. Es claro, que dichos coeficientes, deben ser calculados aplicando la

definicion de numero combinatorio.

Esta descripcion del tridngulo, nos permite la construccion de cualquiera de sus filas, sin
necesidad de calcular las filas anteriores.

El tridngulo, expresado con nimero combinatorios, para las diez primeras potencias de un
binomio cualquiera es:

Ejemplo: Los coeficientes del desarrollo de (a + b)*2, son:
(). (2).(2):(2).(2).(2).02). (). (2).(2).(9.(2).(2).
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Algunas propiedades de los numeros combinatorios.

Al comparar las dos formas de expresar el triangulo de Tartaglia, se puede comprobar, las
siguientes propiedades elementales de los nimeros combinatorios:

()=G2w)
"0+ ()= (%)
(nZ1)=n

La cuarta propiedad, se corresponde con la forma de construir una fila del tridngulo, una
vez conocida la anterior, mientras que la tercera, se corresponde con la simetria del
triangulo, respecto a su columna central.

Férmula de Newton del desarrollo de la potencia de un binomio.

La formula de Newton de un binomio, es el desarrollo en sumandos de la potencia de ese
binomio, es decir, con todos los productos de potencias y sus coeficientes respectivos en
forma de nimero combinatorio.

() () e s ()

(a+b)n=( )a
+(, " )art+(7) b

30



Miguel Delgado Pineda Curso 0 Matematicas m

Ejemplo: La potencia séptima del binomio (a + b), se desarrolla segun la férmula, de la
forma siguiente:

(a+b)” = (g) a’ + (Z) a®b + (Z) a’b? + (;) a*bh® + (Z) albh* + (;) a®b®

+(D)ave +(]) v

Al calcular los valores de los nimeros combinatorios, se tiene que
(a+b)” =a’ +7a’b+ 21 a’b? + 35a*b® + 35a3b* + 21 a?b> + 7ab® + b’.

Observacion. El desarrollo de la potencia n de un binomio (a + b), tiene n+/ términos,
o sumandos, tal que cada uno de esos sumandos tiene la misma expresion. Asi pues, basta
describir la expresion del término k+/ del desarrollo:

(Z) akpk.
Se suele utilizar una notacion reducida para describir la formula del binomio, empleando

el simbolo sumatorio;

n

(a+b)" = Z (Z) a™*pk,

k=0

Observacion. El desarrollo de la potencia 7, de un binomio (a — b), tiene sus n+1
términos que alternativamente suman y restan, empezando por la suma. Por ejemplo, en el
caso de ser » un nimero impar, se tiene la expresion:

(a—b)* = (8) a — (711) a» b + (721) a2p% — .. — (n ﬁ 2) a?hn—2

+(plq)ab = () o

Ejemplo: La potencia séptima del binomio (a + b), se desarrolla segun la formula de la
forma siguiente:

(a+b) = (g) a’ — (Z) a®h + (Z) a’bh? — (Z) a*h’ + (Z) adh* — (7) a3b®

Q-G

Al calcular los valores de los nimeros combinatorios, se tiene que:

(a+b)” =a’ —7a’b+ 21 a’b? — 35a*b® + 35a3b* — 21 a?b> + 7ab® — b’.
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Ejercicios.

1. Determinar el polinomio que se obtiene, al multiplicar cuatro veces el mismo
monomio (x-1).

2. Determinar el término sexto del desarrollo del binomio (x2? + 3)13.

3. Calcular el valor de la suma siguiente:

(0)+ (D) +(3) + () + () +(5) +(©)+()

4. Calcular el valor de las sumas siguientes:
(4) +(5):
(140) + (150) .

12
5. Estudiar, si en el desarrollo del binomio (x2 + %) , existe alglin término, tal que,
la x quede elevada al exponente 6.
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Soluciones.

. (x—1)*=x*—4x3+6x% —4x +1.
Basta observar que:

(= D* = G+ (1)
= () + (D e+ (5) 202 + (2 xe-1y?

(e =) =)+ () - ()x+ ()

2. El término sexto es: (153) (x2)835 = %xmﬂw = 312471x16.

3. 128, puesto que esos sumandos, son el desarrollo del binomio (1 + 1)7 = 27.

a+07=()+ () + () +() + () + () +(O)+()

IX8XT X6
(Z)+(g)=2(2)=21i2:3i4=441'

(10) +(1o)_(11)_11x10x9><8x7

4 5s) \s) T Txax3xaxs ~ 6%

5. El término séptimo, puesto que cualquier término &+ 1/, del desarrollo del binomio

12
(xz + ;) es de la forma:

k 24-2k
k X

(1k2) (x2)12-k (;) _ (1k2) 3 = (1]{2) 3k 243k

X243k = x6 =524 -3k =6=2k=6.
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